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[摘  要]为满足城乡居民用电量要求，采用原始 GM(1,1)模型[1]、分数阶累加灰色模型、GM(1,1| sin cos+ )模型和

灰色作用量优化模型对城乡居民用电量进行预拟合预测，得到分数阶累加灰色模型的精度最高。采集苏州、济宁、郑

州和南京四个城市的城乡居民用电量资料，采用分数阶累加灰色模型，预测该四个城市未来三年的城乡居民用电量，

并结合实际的经济背景对结果分析 2021-2023 年城乡居民用电量的增速逐渐放缓并有一定的回落趋势的原因，对苏州、

济宁、郑州和南京四个城市的城乡居民用电量的供给有一定的参考作用。 
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1 概况 

随着科学技术的快速发展和经济实力的日益提升，各种各

样的电子产品融入了人们的生活。它可以使我们的生活更方

便、更舒适，有效地保证了社会稳定、经济繁荣和居民生活水

平的提高。 

电能是工业之母，是经济发展的动力，是维持现代社会正

常运转的必要条件。在基于现代科技的社会，电能被各大领域

广泛应用，人类社会已经离不开电能。 

本文根据居民用电量的特性，不考虑其它因素的影响，从

用电量的数据出发进行分析，研究其变化规律与发展趋势。当

电能数据匮乏时,常采用灰色预测模型进行需电能需求预测。但

当数据序列存在一定的波动性时，可能造成灰色预测模型的不

准确，故本文通过用原始累加生成算子替换成分数阶累加生成

算子得到 的优化 模型进 行居 民生活用 电量预 测并与原 始

GM(1,1)模型、GM(1,1| sin cos+ )模型和灰色作用量优化模型

进行对比，分析预测结果，验证了分数阶累加灰色模型的准确

性，亦给居民生活用电量的预测与配置提供了参考。 

2 模型建立 

2.1 灰色 GM(1,1)模型[1] 

灰色系统理论是由华中科技大学教授邓聚龙于 1982 年创

立的，是一种研究少数据，贫信息的不确定性问题的一种新方

法，常用于研究信息部分清晰但带有不确定现象的一套理论。

灰色预测方法目前已被广泛应用于各个领域的预测之中［2-4］。

尤其在能源行业。从能源消耗的品种来看，电力和热力是生活

中最主要的消费种类。电力作为一种特殊的能源商品具有两大

特性:生产、输送与消费同时进行的特性；不可储存的特性。由

此决定了电力的需求与经济发展的密切相关性。由于电力这种

商品的生产基础设施建设时间较长，资金规模较大，为避免其

产生对社会稳定及投资环境不良的影响，建立相关的早期预警

系统就显得尤为重要。常见的电力消费量的预测有多元回归分

析［5］、指数回归-ARMA 模型［6］等。GM(1,1)预测模型，在能源

管理工程方面，为长期预测问题提供了更好的预测优势。在预

测城市人口规模，取得了良好的结果。 

定义 2.1.1 设非负原始序列 0 0 0 0( (1), (2), , ( ))X x x x n= L 对 0X 作

一次累加，得到生成数列为 

1 1 1 1 1 0

1

( (1), (2), , ( )), ( ) ( ), 1,2,3, ,
=

= = =å
k

i

X x x x n x k x i k nL L
 (2.1.1) 

1Z 为 1X 的紧邻均值生成序列 

 1 1 1 1( (2), (3), , ( ))Z z z z n= L  (2.1.1) 

其中 

1 1 11
( ) ( ( ) ( 1)), 1, 2, ,

2
= + - =z k x k x k k nL  (2.1.2) 

则称
0 1( ) ( )x k az k b+ = 为 GM(1,1)模型的基本形式。 

对定义 2.1.1 进行如下说明： 

（1） 符号 GM(1,1)的含义：G 代表 Grey，即灰色；M 代表

Model，即模型；(1,1)表示含有一个变量的一阶方程。 

（2） 称 a为发展系数，M 的大小及符号，反映了
0 ( )X k  

及
1 ( )X k 的发展态势。 

如果 a为负，那么态势是增长的，a的绝对值越大，增长
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越快；如果 a为正，那么态势是衰减的，a的绝对值越大，衰

减越快。 

（3） 称b 为灰作用量。作为系统，它的作用量应是外生

的，即外部加入的或者是事先给定的。 

定义 2.1.2 设
0X 为非负序列 

0 0 0 0( (1), (2), , ( ))=X x x x nL  (2.1.3) 

1X 为
0X 的 1-AGO 序列， 

 1 1 1 1( (1), (2), , ( ))=X x x x nL (2.1.4) 

其中 

1 0

1

( ) ( ), 1, 2, ,
=

= =å
k

i

x k x i k nL  (2.1.5) 

1Z 为
1X 的紧邻均值生成序列 

1 1 1 1( (2), (3), , ( ))=Z z z z nL  (2.1.6) 

其中 

1 1 11
( ) ( ( ) ( 1)), 2, ,

2
= + - =z k x k x k k nL  (2.1.7) 

若 =[a,b]TF 为参数列，且 

0 1

0 1

0 1

1(2) (2)
1(3) (3)

,

1( ) ( )

é ù é ù-
ê ú ê ú-ê ú ê ú= =
ê ú ê ú
ê ú ê ú

-ë û ë û

x Z

x Z
Y B

x n Z n

MM M

 (2.1.8) 

则 GM(1,1)模型
0 1( ) ( )x k az k b+ = 的最小二乘估计参

数列满足 

1=[ , ] ( )T T Ta b B B B Y-F =  (2.1.9) 

定义 2.1.3 设
0X 为非负序列，

1X 为
0X 的 1-AGO（即

一次累加）序列，
1Z 为

1X 的紧邻均值生成序列，则称 

1
1dx

ax b
dt

+ =  (2.1.10) 

为 GM(1,1)模型
0 1( ) ( )x k az k b+ = 的白化方程，也叫

影子方程。 

定 理 2.1.1 设 , ,B Y F 如 定 义 3.2.3 所 述 ，

1[ , ] ( )T T Ta b B B B Y-F = = ，则有 

（1） 白化方程
1

1dx
ax b

dt
+ = 的解（也称时间响应函数）

为 

1
1( ) ( (1) ) akb b

x k x e
a a

Ù
-= - +  (2.1.11) 

（2） GM(1,1)模型
0 1( ) ( )x k az k b+ = 的时间响应函

数序列为 

1
0( +1) ( (1) ) , 0,1, , 1

Ù
-= - + = -akb b

x k x e k n
a a

L  (2.1.12) 

（3） 还原值 

0
0 - ( -1)( ) (1 )( (1) - )      1, 2, ,

Ù

= - =a a kb
x k e x e k n

a
L (2.1.13) 

所以得到 GM(1,1)模型灰色预测的公式为 

0
- ( -1)( ) (1- )      1,2, ,

Ù

= =a a kx k C e e k nL  (2.1.14) 

2.2 灰色 GM(1,1)模型的适用范围 

在对问题建立对应的数学模型时，应先明确适用范围，保

证预测的准确性。灰色 GM(1,1)模型也是如此，模拟与预测精

度与常数 a有着密切的关系，适用范围可以由其范围来表达，

具体如下： 

（1） 当 - 0 .3a £ 时，GM(1,1)模型适用于中长期预测； 

（2） 当 0.3 - 0.5a£ £ 时，GM(1,1)模型适用于短期预

测，不适用于中长期； 

（3） 当 0.5 - 0.8a£ £ 时，GM(1,1)模型适用于短期预测

要慎用； 

（4） 当 0.8 - 1a£ £ 时，应该采用残差修正 GM(1,1)模型

后方可使用； 

（5） 当 - 1a ³ 时，不宜采用 GM(1,1)模型，误差会很大； 

（6） 当 2a ³ 时，GM(1,1)模型则失去预测的意义。 

2.3 分数阶累加生成算子介绍 

GM(1,1)模型由于其特点本身会导致其预测精度不高。效果

常常难以达到人们要求的程度，科研人员发现有几种方法能够

提高 GM(1,1)模型的精度： 

2.3.1 改变模型序列的阶数 

吴利丰提出分数阶累加灰色模型，在预测装备费用上，发

现分数阶累加 GM(1,1)模型的拟合精度优于传统 GM(1,1)模型。 

杨保华等人建立的分数阶离散灰色 GM(1,1)幂模型，在高

速公路地基沉降和中国高新技术产业 R&D 发展上具有良好的

预测精度。 

2.3.2 改变灰色作用量 

肖新平等人探讨了背景值对灰色 GM(1,1,a )的预测精度

的影响，通过实例验证了理论的正确性，提高了灰色模型在时

间应用中的有效性。 
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毛树华等人将 1 2b sinpk b+ 作为灰色作用量，建立了 GM

（1,1| sin ）模型，将模型应用于交通流的预测中，得到了较

好的预测结果。 

许泽东等人将 1 2 3b sinpk b cosqk b+ + 作为灰色作用

量，建立了 GM(1,1| sin cos+ )模型，结合粒子群算法优化参

数，将其应用于交通流的预测中，具有较强的适用性和拟合性。 

2.3.3 改变背景值 

肖新平等研究了 GM(1,1,a )的背景值的取值问题，发现背

景值的变化能显著影响相对误差，得出了背景值与相对误差的

具体表达式。鲁红坤等人研究背景值对 GM（1,1）模型的影响，

优化背景值后的 GM（1,1）模型能适应更强，并且具有较好的

精度。张鹏等人利用鲸鱼优化算法对各种灰色模型的背景值进

行搜索优化，建立了 WOA-灰色模型，并通过实例计算得出

WOA 算法优化背景值后的灰色模型能取得更好的预测精度。 

 

2.4 GM(1,1)模型的分数阶累加生成算子。 

首先，设初始序列为 (0) (0) (0) (0)( (1), (2), , ( ))X x x x n= L  。则初

始序列
(0)X 的 r 阶累加生成序列为： 

( ) (0) * ( ) ( ) ( )( (1), (2), , ( ))r r r rX X S x x x n= = L  (2.4.1) 

其中， ( ) (0)

1

( )
( ) ( )

( 1) ( )

k
r

i

r k i
x k x i

k i r=

G + -
=

G - + Gå ， 1, 2, ,k n= L ，
*S

为 r 阶累加生成算子 

初始序列
(0)X 的 r 阶累减生成序列为： 

( ) (0) * ( ) ( ) ( )( (1), (2), , ( ))r r r rX X D x x x n- - - -= = L  (2.4.2) 

其 中 ， 1
( ) (0)

0

( 1)
( ) ( 1) ( )

( 1) ( 1)

k
r i

i

r
x k x k i

i r i

-
-

=

G +
= - -

G + G - +å ，

1, 2, ,k n= L ，
*D 称为 r 阶累减生成算子。 

在 分 数 阶 累 加 生 成 算 子 中 ， 将

( ) (0)

1

( )
( ) ( )

( 1) ( )

k
r

i

r k i
x k x i

k i r=

G + -
=

G - + Gå 中
(0) ( )x i 的 系 数 记 为

( )
( 1) ( )ki

r k i
a

k i r
G + -

=
G - + G

。 

当分数阶累加生成算子的阶数 r 取不同值时，系数 ia 具

有不同的变化趋势。r 阶累加生成算子不仅包含了一阶累加生

成算子的性质，还具有更丰富的特性。当阶数 r 取不同的值时，

r 阶累加生成算子中各分量具有不同的权重，r 的值越小表示

新信息的优先性更强。 

2.2 分数阶累加灰色模型 

将原始 GM(1,1)中一阶累加算子转换为分数阶累加生成算

子，则得到分数阶累加灰色模型。 

( ) ( ) ( )( ) ( 1) ( )r r rx k x k az k b- - + = 称为分数阶累加

灰色模型，即 FAGM(1,1) (Fractional Accumulation Grey Model)。 

微分方程

( )
( )( )

( )
r

rdx t
ax t b

dt
+ = 称为分数阶累加灰色

模型的白化方程，其中 a和b 分别称为模型的发展系数和灰色

作用量。 

根 据 灰 色 预 测 模 型 理 论 ， 采 用 最 小 二 乘 法 可 以 得 到

FAGM(1,1)模型的参数估计 [ ]ˆ ,
T

u a b=
，

 

且满足： 

[ ] 1ˆ , ( )
T T Tu a b B B B Y-= =  (2.4.3) 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

(2) (1)

(3) (2)

( ) ( )

r r

r r

r r

x x

x x
Y

x n x n

é ù-
ê ú-ê ú=
ê ú
ê ú

-ë û

M

，
( )

( )

( )

(2) 1

(3) 1

( ) 1

r

r

r

Z

Z
B

Z n

é ù
ê ú
ê ú=
ê ú
ê ú
ë û

M M

 (2.4.4) 

得到估计的参数后，对模型的白化方程求解，得到分数阶

累加灰色模型的时间响应序列为： 

( ) (0) ( 1)ˆ ( ) ( (1) )r a kb b
x k x e

a a
- -= - + ， 1, 2, ,k n= L

 (2.4.5) 

对时间响应序列进行分数阶累减生成操作，得到模型的还

原序列为： 

1
( ) ( )

0

( 1)
ˆ ˆ( ) ( 1) ( )

( 1) ( 1)

k
r i r

i

r
x k x k i

i r i

-

=

G +
= - -

G + G - +å ， 1, 2, ,k n= L

 (2.4.6) 

本文我们以灰色预测模型从宏观的角度来对城乡居民用

电量进行预测，采用的灰色模型包括：原始 GM(1,1)模型、分

数阶累加灰色模型、灰色作用量优化模型、GM(1,1| sin cos+ )

模型。采用平均绝对百分比误差(MAPE)来定量评价灰色预测模

型的建模误差和预测误差。平均绝对百分比误差(MAPE)的计算

公式为 

$ (0)(0)

(0)
1

1 ( ) ( )
100%

( )

n

k

x k x k
MAPE

n x k=

-
= ´å

 (2.4.7) 

3 城乡居民用电量预测与分析 

自吴利丰于 2013 年提出分数阶累加灰色模型以来，大量

的学者将此模型应用于各个领域的预测问题上，如预测京津冀

地区轻度污染日数和年平均 PM2.5 浓度，本文通过对分数阶累
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加灰色模型、原始 GM(1,1)模型、GM(1,1| sin cos+ )模型和灰

色作用量优化模型的对比，验证分数阶累加灰色模型的准确性

和有效性。其中表 1 为苏州、济宁、郑州和南京四个城市 2015

年至 2020 年城乡居民用电量的统计数据，由表 1 可以看出，

苏州、济宁和郑州三个城市的数据具有一定的波动性，故可采

用分数阶累加灰色模型来预测。 

 

图1  各城市2015年—2020年城乡居民用电量

数据来源：各市统计年鉴[18]
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原 始 GM(1,1) 模 型 、 分 数 阶 累 加 灰 色 模 型 、

GM(1,1| sin cos+ )模型和灰色作用量优化模型对上述四个城

市的预测结果见表 2。由表 2 可看出四种模型的拟合精度都较

高，拟合结果的平均绝对百分比误差由低到高为分数阶累加灰

色 模 型 ， 原 始 GM(1,1) ， 灰 色 作 用 量 优 化 模 型 ，

GM(1,1| sin cos+ )模型。结果表明在数据具有微小波动性时，

分数阶累加灰色模型在四种模型中的优化效果最好，并且在几

乎没有波动的济宁数据上也有比较好的优化效果。 

如图 2 预测的结果，从 2020 年开始各城市城乡居民电量

增速逐渐放缓并有一定的回落趋势。随着经济的复苏，城乡居

民用电量也会有一定的回升，但该模型未将该因素考虑在内，

可能会导致真实值一定程度上高于预测值。 

表 1  平均绝对百分比误差 

城市 

原始

GM(1,1)模

型 

分数阶累加

灰色模型 

灰色作用量

优化模型 

GM(1,1|

sin cos+ )模型 

苏州 0.0274 0.0098 0.0277 0.0517 

济宁 0.0176 0.0096 0.0180 0.0317 

郑州 0.0375 0.0240 0.0382 0.0723 

南京 0.0246 0.0201 0.0252 0.0398 

表 2  城乡居民用电量预测值 

年

份 苏州 济宁 郑州 南京 

2021 142.7928 56.3777 114.633 98.1601 

2022 142.1676 56.6167 115.191 97.7972 

2023 140.4349 56.4108 114.844 96.6715 

 

4 结束语 

本文通过分数阶累加灰色模型、原始 GM(1,1) 模型、

GM(1,1| sin cos+ )模型和灰色作用量优化模型对城乡居民用

电量预测问题精度的对比，可看出分数阶累加灰色模型具有更

高的预测精度。随着我国推进实现碳达峰、碳中和的战略目标，

构建以新能源为主体的新型电力系统，中国对电能的需求正逐

渐增长，而火力发电在发电量中占有较大的比重，准确的预测

居民生活用电量能有对建立资源节约、环境友好型社会有较强

的指导意义。本文给出的分数阶累加灰色模型较为合理的预测

出了居民生活用电量的趋势，为居民生活用电量的预测提供了

一个可靠的方式。 
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